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RESUMEN
La aplicación del método de Helmert a una red astrogeodésica pre-
senta problemas típicos de la compensación de redes geodésicas, que se
van a discutir en este trabajo. En particular el de optimización de la red, es
decir, minimización de funcionales que representan medidas de la precisión glo
bal y control por observaciones de rango superior de las grandes redes astro--
geodésicas para la determinación del geoide.
l. INTRODUCCION
El problema de la optimización de una red astrogeodésica es
un problema de fundamental importanc ia para el proyecto de geoides astrogeodé-
sicos El :tema ha sido tratado abundantemente en 1a 1iteratura geodés ica
para redes' clásicas de nivelación y planimétricas. Enfocamos el problema
desde dos puntos de vista diferentes: segundo problema de diseño y técnicas
de simulación, aunque para fines prácticos ha demostrado más potencia
por su sencillez de cálculo el segundo.
2. SEGUNDO PROBLEMA DE DISEÑO
El segundo problema de diseño se plantea de 1a siguiente forma:
Definida una matriz de configuración A, esto es, definida la red de nivela-
ción astrogeodés ica y dada 1a matri z cofactor Q'A de 1as ondul aciones del
x x
geoide, que supuesta a~= 1, coincide con la matriz de covarianzas de
los parámetros estimados (ondulaciones del geoide ajustadas), determinar
la precisión de las observaciones Q para que se verifique,
(1)
Recordemos que en
de las observaciones según el
1988). En este caso la matriz
tal forma que dada la matriz Q~x
la .matriz Q se postulan las precisiones
mode lo de Gauss-Markov (Sevill a y Núñez,
Q es incógn ita y se quiere determi nar de
1a ecuación matri cial (1) se verifique.
Supuesta Q diagonal, es decir, observaciones incorreladas, la ecua
ción (1) se puede escribir utilizando el producto matricial de Khatri-Rao, ()-
(2)
donde
es el vector de pesos de las observaciones, y,
T
E. x = (Pll,..., P¡2' ... , Pnl Pnn ),
-1es la expansión vectorial de la matriz Q~
Sea B = (ATO AT) una matri z (n2, m), habiéndose dado algoritmos
eficientes para su determinación (Schmitt, 1979 y Wimmer, 1981), entonces el
problema (2) puede plantearse en la forma,
2 2
BE. = E.x BE:M(n, m), E.EM(M, 1), E.xEM(n, 1)
(3)
Si n2>m el problema puede aproximarse por mínimos cuadrados, bajo las condi
ciones tipo desigualdad,
P/ O, (pesos positivos).
Una vez determi nades los pesos Pi' i = 1, ..., m de 1as observa
ciones, las correspondientes desviaciones típicas vienen dadas por,
(4)
que corresponden a los errores medios cuadráticos para las diferencias de on
dulación del geoide ~N. El problema es la verificación de dichas precisiones,
es decir, si de acuerdo a los modelos de error deducidos para la determina-
ción dei~N mediante observaéiones de la desviaciones de la vertical,es posibleobtener ~N con precisión qi.
Este planteamiento del problema de diseño que matemáticamente es
elegante, tiene una puesta en práctica complicada, puesto que no se reduce a
un problema de mínimos cuadrados, debido a las condiciones tipo desigualdad
(p.> O) sino a un problema de programación lineal con aproximación tipo mini-
maL Por otra parte, 1a matri z cofactor Qxx puede formul arse con varias hipó-
tesis estocásticas, según la naturaleza del problema a estudiar (Grafarend
and Schaffrin, 1979).
3. TECNICAS DE SIMULACION
El otro enfoque del segundo problema de diseño es mediante Técni
cas de Simulación, que hemos utilizado en esta serie de trabajos para la in~
corporación de diferencias de ondulación determinadas por gravimetría y por
satélites en el Geoide de Portugal, y para un proyecto de determinación del
Geoide en España.
A partir de los puntos dato en desviación de la vertical se pue-
den definir distintas triángulaciones, es decir, diseños o configuraciones
de la red astrogeodésica, obteniéndose distintas matrices de diseño A. Plan-
teado así el problema, se trata de definir una configuración óptima en algún
sentido, como por ejemplo, la minimización de algunos funcionales que depen-
dan exclusivamente de la matriz A y de la matriz cofactor a priori de las ob
servaciones Q.
La matriz cofactor de los parámetros incógnita Qix depende exclu
sivamente de A y de P(o Q). puesto que.
Q•• : (AlPArl: (AlQ-l Arl (5)
xx
Dadas dos configuraciones de la red astrogeodésica (j) y (k). y
(j) ( k )
por lo tanto. conocidas las matrices Q¡i Y Qii • hay que elegir criterios
para determinar cuando una es mejor qu~-otra.-Existen varias soluciones en
la literatura de diseño óptimo de experimentos. basados en la minimización
de funcionales de la matriz QAA'xx
Sea una funcional lineal de los parámetros incógnita !l!. y sea
su estimación mínimos cuadrados.
1. = !l~ .
La varianza de l viene dada por.
2 A 2 l









< A máx' (8)
siendo A' Y A _ los autovalores mínimo y máximo de la matriz Qxx • Luego.mí,n max
( 19)
y para que o~ sea mínimo se debe verificar que Amáx de Qxx sea mínmo, entre
todos los A _ de las posibles configuraciones.max
Por tanto. decimos que la configuración (j) es mejor que la con
figuración (k) cuando.
A _ ( QA i j}) < A _ ( <h i k ) )max ~~ max ~~
Otro criterio se deduce de.
(10)
siendo ~i el autovector correspondiente al autovalorAi de la matriz Q~~ • H .
la matriz de autovectores y A la matriz de autovalores (diagonal)
Utilizando las propiedades del producto escalar,
2 ·2 T T .2 T 2
ay = 00E\!~i ~i! °O!! E Ai cos (f ~d,
y puede interpretarse la
tas cantidades con pesos
tá acotada por 1,
2 ·2 Tay .:::.00 f ! E Ai
varianza de y como una suma ponderada de unas cier-
los autovalores >-; • Puesto que la función coseno es
(11)
y para que la varianza de y sea mínima interesa que la traza de Qxx sea míni
ma. Por tanto, podemos decir que la configuración (j) es mejor que la (k) cuan
do,
( j ) ( k )traza (Qxx ) < traza (Qxx ). (12 )
De forma similar se demuestra que la configuración (j) es mejor que la (k)
cuando,
(j ) (k )det (Qxx ) < det (Qxx ) ( 13)
Si definimos la varianza media por
2
0m = traza (Q •• ) / rango (Q"x)
y la varianza generalizada por





podemos decir que la configuración (j) es mejor que la (k) cuando,
02 ( j ) 2 ( k ) (16)< o
m m
O cuando,
02 ( j ) < 2 ( k )o (17)9 9
Otro criterio introducido por W. Baarda (1968) es el siguiente:
La configuración (j) es mejor que la (k) cuando para todo vector g"Rn ,
q T (Q. ~k ) - Q. i j) ) q > O,
- xx xx - -
(k) -- «) --es decir, la matriz Qxx - Qxt es definida positiva.
(18)
Por tanto, el problema de analizar la optimización de redes se
reduce al estudio de los autovalores de la matriz cofactor de los parámetros.
4. PROBLEMA DE CONTROL
Analicemos a continuación otro tema de fundamental importancia
en toda clase de redes, y en particular en redes para determinación del geoi
de. Las redes geodésicas clásicas, tanto de triangulación, de nivelación 0--
.para la determinación del geoide, son localmente muy precisas, pero
la propagación de errores hace que a niveles globales se pierda esta
precisión relativa.
Tradicionalmente en determinación local del Geoide por métodos
astrogeodésicos, se supone conocida la ondulación del geoide en uno
de los puntos de la red, con el fin de definir la escala del modelo
evitando el defecto de rango de la matriz normal. Ahora bien, a medida
que nos al ej amos del punto fundamental (DATUM)1a propagaci ón de errores
sistemáticos hace que se llegue con errores considerables a nivel global.
Matemáticamente, 1a falta de control se traduce en un mal condicionamiento
de 1a matri z normal, es deci r, su determi nante es próxi mo a cero, o
su número de condición dado por,
C = A (N)/ A (N)
N máx min
(19 )
es muy grande, lo que equivale a que
ximos a cero.
autovalores de la matriz N sean pr~
Consideremos el sistema normal
N x = d (20)
donde
(21)
sea, e: una pequeña perturbac i ón en el vector de observaci ones, lo que
se traduce en una perturbaci ón en el vector ~ que es, o =ATP ~, y cons i de-
remos el sistema normal perturbado,
N(x + w) = d + o (22)
Suponiendo N no singular, los sistemas (20) y (22) tienen solu-
ción única. Introduzcamos la notación,
ox 11 ~ 11
11 ~ 11
od = 11 ~ 11
11 ~ 11
se demuestra sin dificultad que,
eX < A - (N) sd- - max
/ A _ (N)mln (23)
y puesto que ~ en el caso de mal condicionamiento de la matriz normal es un
número grande, una pequeña perturbación e: del vector de observaciones t, se
traduce en una variación considerable e Tnadmisible en el vector de paráme-
tros a nivel global de la red.
El control de las redes clásicas se hace usualmente por observa
ciones a satél ites tanto con técnicas Doppler como GPS, y en particul ar
para redes astrogeodésicas para determinación del geoide. Supongamos
que en una serie de puntos de la red astrogeodésica se han efectuado
observaciones a satél ites, cuyo resultado es un conjunto de coordenadas
o diferencias de coordenadas referidas a un sistema tridimensional,
(X, Y, Z) o (llX, st , llZ) , geocéntrico y en general no coincidente con
s s
los sistemas de referencia clásicos.
Conocidos los parámetros de transformación óptimos que relacio-
nan el sistema de satélites con el sistema local geodésico, respecto
del cual se determinan las componentes de la desviación de la vertical,
se puede pasar de las coordenadas o diferencias de coordenadas del sistema
de satélites al local,
T .
(X, Y, Z~ ; (llX, IIY, IIZ~ + (X, Y, Z)G; (llX, IIY, IIZ)6 '
medi ante 1a transformaci ón T que es 1a compos i ci ón de una tras 1aci ón
(oXo ,0.l6 ,olo), un cambio de escala dL y una rotación (a., a,. ,ez ).
Determinadas 1as coordenadas (X, Y, Z~ o diferencias de coordenadas
respecto al sistema geodésico local (llX, llY, llZ~ , se pueden calcular
coordenadas o diferencias de coordenadas geodésicas (<1>, A, h) , (ll<l> ,
s», II h)G y conoci das 1as cotas ortométri cas H de los puntos en cuest i ón,
se obtienen las ondulaciones o diferencias de ondulación del geoide
transformadas al sistema geodésico.
con una preclslon que depende por una parte de la preclslon en la determina
ción de la cota ortométrica H y la precisión en la determinación de
la altitud h por técnicas de satélites.
La nivelación geométrica de alta preclslon, que junto con
las observaciones de gravedad permite la determinación de cotas ortométri-
cas, es una de 1as técni cas de observaci ón geodés i ca más preci sa. Con
la actual instrumentación errores del orden de (0.8 - 1.5) r' k km mm
son pe~ectamente alcanzables, lo que permite precisiones en un país
como España de tipo global de orden centimétrico. Las estaciones para
observación espacial deben estar obligatoriamente ligadas a la red de
nivelación de alta precisión con nivelación geométrica con el fin pr-imor-
di al de tener altitud geopotenci al homogénea y de gran garantía. Por
otra parte, la observación con técnicas interferométricas a satélites
GPS está dando en 1a actual i dad preci si ones para bases de 100-500 kms
de orden cent imétri co, pudi éndose hablar' de controles efectivos mejores
que 1 parte por millón a grandes distancias en la determinación del
Geoide, hecho impensable hace unos pocos años, que inician una nueva
época en la Geodesia.
Definamos matemáticamente el marco de integración de las
observaciones clásicas de desviación de la vertical, con las diferencias
de ondulación del geoide obtenidas por observación a satélites.
El control se puede hacer de dos formas distintas, obteniendo
ondul aci ones del geoi de absolutas con datos de satélites e imponi endo
como conOlClones estos valores en las redes astrogeodésicos, o bien
introduciendo observaciones de diferencia de ondulación con un peso
adecuado a la precisión supuesta a dichas observaciones, es decir,
siendo 6N~ el valor obtenido por observaciones entre los puntos ~ y ~ .
Consideremos el primer modelo, que puede formularse en la
forma de un modelo de ecuaciones de observación con constreñimientos
A x - t = v v-N(O,o2 Q)- - o (24)
C ~ = !e'
donde las condiciones se expresan por C x = te . El problema es encontrar la
estimación mínimos cuadrados X sujeta a-las-condiciones C x = te . Dicha es
timación se obtiene via multiplicadores de Lagrange, con el-sistema normal -
siendo ~ el vector de multiplicadores de Lagrange.
Ahora bien, el modelo (24) debe ser contrastado, esto es, compro
bar si las condiciones son compatibles con el modelo lineal Ax - t = v . Con
este fin consideremos la hipótesis lineal general en la forma~
H: C x !e
y pretendemos verificar si la hipótesis H se verificaa un cierto nivel de si~
nificación a , para lo cual consideramos el estadístico,
F(H) = (m - n) RH / P R ,
siendo,
T T -1 -1 T
RH (CB. - !c) (C (A PA) C) (C B. - !c) ,
R (A B. - ! )T P(A B. - t ) =0 ~ (m - n),
(m-n) = número de grados de libertad del ajuste sin con-
diciones,
p = número de condiciones
Bajo la hipótesis H (compatibilidad de las condiciones) el esta-
dístico F(H) se distribuye según una F de Snedecor central de parámetros (p,
m-n) •
Si la hipótesis H no se acepta, es decir, las condiciones no son
compatibles con el modelo astrogeodésico Ax - t = v, puede ser imputable
a la presencia de sistematismos en las "condfc í oiies , por ejemplo, los
parámetros de transformación para pasar del sistema de satélites al
sistema geodésico no son correctos, caso que planteamos a continuación
al trabajar con la segunda hipótesis, observaciones de satélites no
están 1ibres de error y son tratadas como observables con un cierto
peso.
La estrategia a seguir a fin de evitar sistematismos en
en el ajuste se puede resumir en los siguientes puntos.
a.- Considerar únicamente la traslación (óXo, éYO , él¡¡) para pasar delsistema de satélites al sistema geodésico local.
b.- Introducir los parámetros de rotación y escala como incógnitas a deter
minar en el ajuste combinado (A. Núñez, 1986),
TN(f\) - N(Pj ) = /;. Nk j +!. 1... + Vk j
Tdonde i es un vector que depende de las coordenadas de los puntos ~ y ~
(A Núñez, 1986, pág. 65). Y es el vector de parámetros de transformación
entre sistemas (\, ~, ~, dt.) a estimar en el ajuste.
c.- Contrastar mediante cualquier test de detección de errores groseros que
no existen errores groseros en las observaciones espaciales, y por su-
puesto, verificar el Test de varianza de peso unidad H:o~ = o~, con el
fin de analizar la ponderación dada a las observaciones espaciales.
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